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Regards croise´s sur Camille Jordan (1838-1922)
par Fre´de´ric BRECHENMACHER
Centre Koyre´,
E´cole des Hautes E´tudes en Sciences Sociales (E.H.E.S.S.) - Paris
e-mail : flaibbrec1@noos.fr
Des regards porte´s sur Camille Jordan par ses contemporains et ses successeurs permettent
d’esquisser un portrait du mathe´maticien originaire de Lyon. Afin d’accompagner, par
cette perspective historique, la cre´ation d’un institut regroupant des recherches mathe´mati-
ques pures et applique´es, un e´clairage particulier est porte´ sur le roˆle des applications dans
les travaux d’un mathe´maticien souvent qualifie´ de « grand alge´briste » [Picard 1922,VIII]
a` la charnie`re des XIXeet XXesie`cles.
Leopold Kronecker [1874b, 19] :
[. . .] dans le Me´moire de M. Jordan « Sur les formes biline´aires » (Journal de
M. Liouville, 2e se´rie t. XIX, pp. 35-54), la solution du premier proble`me n’est
pas ve´ritablement nouvelle ; la solution du deuxie`me est manque´e, et celle du
troisie`me n’est pas suffisamment e´tablie. Ajoutons qu’en re´alite´ ce troisie`me
proble`me embrasse les deux autres comme cas particuliers, et que sa solution
comple`te re´sulte du travail deM. Weierstrass de 1868 et se de´duit aussi de mes
additions a` ce travail. Il y a donc, si je ne me trompe, de se´rieux motifs pour
contester a` M. Jordan l’invention premie`re de ses re´sultats, en tant qu’ils sont
corrects ; [...].
Une vive controverse oppose, en 1874, Camille Jordan a` Leopold Kronecker. Une
se´rie de notes et de me´moires, publie´s aux acade´mies des sciences de Paris et Ber-
lin, sont autant d’attaques et contre attaques des deux protagonistes. La querelle,
qui oppose deux mathe´maticiens qui furent parmi les premiers a` faire fructifier
l’he´ritage de Galois, est l’occasion d’aborder tout a` la fois la vie et l’œuvre du
mathe´maticien originaire de Lyon 2 ; elle intervient a` une charnie`re de la carrie`re
de Jordan qui, dans les anne´es 1870 se de´tache progressivement de sa profes-
sion d’inge´nieur des mines pour venir occuper des positions institutionnelles
cle´s des mathe´matiques parisiennes 3. Cette e´volution de carrie`re est indisso-
ciable d’une e´volution profonde des travaux mathe´matiques de Jordan. Apre`s
2Ce court article n’a pas pre´tention a` traiter toute la richesse historique de la controverse Jordan-
Kronecker. Une publication ulte´rieure sera consacre´e a` la querelle. Plus globalement, ce travail est
issu de recherches mene´es dans le cadre d’une the`se de doctorat laquelle je renvoie pour tout appro-
fondissement : [Brechenmacher, 2005].
3Nomme´ examinateur a` l’e´cole polytechnique en 1873, Jordan succe`de a` Hermite dans sa charge
de professeur d’analyse en 1876 ; il postule a` l’acade´mie des sciences de`s 1872 et est e´lu a` la suite
du de´ce`s de Chasles en 1881 ; en 1883 il remplace Liouville au Colle`ge de France et a` la direction du
Journal de mathe´matiques pures et applique´es en 1885
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une premie`re pe´riode consacre´e presque exclusivement a` la the´orie des substitu-
tions, les anne´es 1870 voient les recherches de Jordan prendre une nouvelle en-
vergure par une diversification qui se nourrit de la capacite´ du mathe´maticien a`
appliquer les notions et me´thodes de´veloppe´es pour la the´orie des groupes a` des
domaines varie´s comme les syste`mes d’e´quations diffe´rentielles line´aires [1871],
la the´orie des formes biline´aires et quadratiques [1874] et l’inte´gration alge´brique
des e´quations diffe´rentielles [1878]. Les notions et me´thodes de la the´orie des
groupes ne viennent pas seules dans les applications, le regard critique de Krone-
cker re´ve`le les ide´aux disciplinaires qui les accompagnent sur le roˆle de l’alge`bre
dans les applications, roˆle justifie´ par une capacite´ a` atteindre une pure ge´ne´ralite´.
I. La controverse Jordan-Kronecker de 1874.
La querelle a pour origine l’ambition formule´e par Jordan, dans une note aux
Comptes Rendus de 1873, de re´organiser la the´orie des formes quadratiques et
biline´aires autour d’une unique notion qu’il qualifie de « simple », la notion de
forme canonique. [Jordan, 1873, 1487] :
On sait qu’il existe une infinite´ de manie`res de ramener un polynoˆme bi-
line´aire
P =
X
Aαβxαβyαβ (α = 1, 2, · · · , n, β = 1, 2, · · · , n)
a` la forme canonique x1y1+ · · ·+xmym [. . .] par des transformations line´aires
ope´re´es sur les deux syste`mes de variables x1, · · · xn, y1, · · · , yn. Parmi les di-
verses questions de ce genre que l’on peut se proposer, nous conside´rons les
suivantes :
1. Ramener un polynoˆme biline´aire P a` une forme canonique simple par des
substitutions orthogonales ope´re´es les unes sur x1, ..., xn, les autres sur y1, ..., yn.
2. Ramener P a` une forme canonique simple par des substitutions line´aires
quelconques ope´re´es simultane´ment sur les x et les y.
3. Ramener simultane´ment a` une forme canonique deux polynoˆmes P et Q
par des substitutions line´aires quelconques, ope´re´es isolement sur chacune
des deux se´ries de variables.
Qu’est ce qu’une forme biline´aire en 1874 ? La controverse re´ve`le la dynamique
historique d’une notion en pleine e´volution. La note de Jordan est la premie`re
publication parisienne consacre´e aux « polynoˆmes biline´aires »et la querelle qui
en re´sulte se pre´sente d’abord comme un fort moment de communication entre
Paris et Berlin4. La controverse signale les enjeux nouveaux porte´s par une no-
tion encore jeune puisque de´veloppe´e dans les anne´es 1860 par un petit groupe
de mathe´maticien berlinois dans le contexte de l’un des grands domaines de re-
cherches de l’e´poque, la the´orie des fonctions elliptiques et abe´liennes5. Dans les
4Le terme « polynoˆme biline´aire » utilise´ en 1873 illustre la communication porte´e par la contro-
verse : de`s 1874, Jordan le remplace par l’expression « forme biline´aire » utilise´e par Kronecker et qui
renvoie a` l’arithme´tique des formes de Gauss.
5Des recherches sur la transformation des fonction theˆta de plusieurs variables sont a` l’origine de
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anne´es 1874-1880, la notion de forme biline´aire passe d’un sujet de recherche lo-
cal a` une the´orie d’envergure internationale. Ce passage proce`de d’un double
mouvement : d’une part la notion de forme biline´aire s’affirme comme partici-
pant d’une the´orie autonome qui, se de´tachant du contexte local de sa cre´ation,
tient d’une mathe´matique pure ; dans le meˆme temps, c’est sa capacite´ a` s’appliquer
dans divers domaines des mathe´matiques qui permet a` cette mathe´matique des
formes de reveˆtir une e´paisseur the´orique. La classification propose´e par Jordan
pour ordonner la the´orie met en e´vidence une diversite´ de domaines d’interven-
tions en the´orie des nombres, ge´ome´trie, inte´gration des e´quations diffe´rentielles :
c’est par sa grande e´tendue d’applications que la notion de forme biline´aire acce`-
de, dans les anne´es 1870 au statut de the´orie autonome 6.
L’enjeu de la controverse en re´sulte : il s’agit d’organiser l’objet et les me´thodes
d’une the´orie destine´e a` jouer un roˆle essentiel dans les mathe´matiques de la fin
du XIXesie`cle7. Lorsque Jordan propose d’articuler la the´orie par la notion de
forme canonique, la re´plique de Kronecker ne se fait pas attendre et une que-
relle de priorite´ se de´veloppe sur l’opposition de deux the´ore`mes, de´couverts
inde´pendamment et dans des the´ories diffe´rentes : l’un, du a` Weierstrass [1868]
de´finit des invariants, les diviseurs e´le´mentaires, pour caracte´riser l’e´quivalence
des couples de formes biline´aires ; l’autre, e´nonce´ par Jordan en 1870, de´finit une
forme canonique des substitutions line´aires dans un contexte de recherches sur la
re´solubilite´ des e´quations alge´briques8. Forme canonique ou invariants ? La ques-
tion de me´thode de´passe la simple querelle de priorite´ tant elle est perc¸ue comme
exemplaire de la capacite´ de l’alge`bre a` atteindre la ge´ne´ralite´ : si la re´duction d’un
couple (A,B) a` une forme canonique simple (x1y1 + · · · + xnyn, , s1x1y1 + · · · +
snxmym, ) est toujours possible dans le cas particulier ou` les racines s1, s2, · · · , sn
de l’e´quation caracte´ristique |A + sB| = 0 sont toutes distinctes, le the´ore`me
de Weierstrass permet, pour Kronecker, de de´passer ce cas particulier, seul traite´
la publication, en 1866, de deux me´moires de Christoffel et Kronecker qui revendiquent la cre´ation
d’une ve´ritable the´orie ge´ne´rale des formes biline´aires.
6La « forme canonique » x1y1 + · · · + xmym ge´ne´ralise la loi d’inertie de la the´orie des formes
quadratiques. En termes contemporains, il s’agit de de´terminer les classes d’e´quivalence des ma-
trices carre´es pour la relation d’e´quivalence (ARB en !P,Q • GLn(), PAQ = B.) Le proble`me
1 fait re´fe´rence a` la classification des fonctions homoge`nes du second degre´ re´alise´e par Cauchy
en 1829 dans un cadre ge´ome´trique (coniques et quadriques). Le proble`me 2 renvoie a` la ques-
tion arithme´tique de l’e´quivalence des formes quadratiques dans la tradition de Gauss (relation de
congruence B =tPAP ). Le proble`me 3 provient de la the´orie des syste`mes d’e´quations diffe´rentielles
line´aires a` coefficients constants AY ′ + BY = 0(e´quivalence des couples de matrices (A,B) ou des
faisceaux λA + µB ; si le couple conside´re´ est (A, I) ou` I est la forme identite´, alors B = P−1AP ,
il s’agit de la similitude des matrices). Comme le fait remarquer Kronecker, le 3eproble`me suffit a`
de´duire les deux autres : le proble`me 1. revenant a` l’e´tude de la congruence du couple (A, I) et le 2.
du couple (A, tA).
7Les nouveaux enjeux de la the´orie des formes biline´aires sont illustre´s la publication d’un tre`s
influent me´moire de Frobenius en [1878]. En termes contemporains, la notion de forme biline´aire joue
pendant longtemps un roˆle analogue a` celui que jouera la notion de matrice dans l’alge`bre line´aire du
XX esie`cle.
8Le the´ore`me de Weierstrass ne s’applique qu’au cas ou` le de´terminant du faisceau λA+µB n’est
pas nul, un me´moire de Kronecker lui succe`de en 1868 pour traiter le cas singulier. Pour une histoire
des diviseurs e´le´mentaires voir [Hawkins, 1977]. D’un point de vue contemporain, la donne´e de la
forme canonique de Jordan est e´quivalente a` celle des diviseurs e´le´mentaires d’une matrice.
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« pendant si longtemps », et d’atteindre la « vraie ge´ne´ralite´ » ; il pose la the´o-
rie des formes biline´aires comme une des rares the´ories alge´briques de´veloppe´e
« dans toutes ses particularite´s », un mode`le de ge´ne´ralite´ face aux anciennes
me´thodes ne´gligeant l’occurrence de racines multiples et critique´es comme « for-
melles» car ge´ne´riques. Lorsque, en 1873, Jordan se propose de traiter le proble`me
3. par une me´thode qu’il juge non seulement plus « simple »mais aussi plus
« ge´ne´rale »9, la controverse qui s’en suit voit s’opposer des ide´aux disciplinaires
forts sur ce que doit eˆtre le roˆle de l’alge`bre et sa capacite´ a` la ge´ne´ralite´.
Kronecker accuse Jordan de commettre une confusion entre ce qui tient de la
me´thode et ce qui doit eˆtre le seul objet de la nouvelle the´orie : de´terminer a`
quelles conditions une forme peut eˆtre transforme´e en une autre ; pour cet ob-
jet, si la recherche d’une forme canonique peut tenir lieu de me´thode, elle ne
saurait dicter l’organisation de la the´orie. Plus profonde´ment, pour Kronecker,
c’est toute l’alge`bre qui est du coˆte´ des me´thodes, ne tirant sa justification que
de son « service aux autres disciplines » comme l’« arithme´tique des formes »
dans laquelle s’inscrit la the´orie des formes biline´aires dans la tradition de Gauss.
Cette critique manifeste l’ide´al arithme´tique de Kronecker pour lequel une ques-
tion mathe´matique doit recevoir une re´solution effective : la forme canonique
ne peut atteindre un statut de me´thode ge´ne´rale car elle ne´cessite la re´solution
d’une e´quation alge´brique ge´ne´rale, dont on sait l’impossible re´solution effec-
tive, au contraire des diviseurs e´le´mentaires rede´finis par Kronecker comme des
invariants arithme´tiques 10. Face aux ide´aux arithme´tiques avance´s par Krone-
cker, les arguments utilise´s par Jordan pour sa de´fense sont d’un premier abord
moins explicites. Pour Jordan, « ge´ne´ralite´ » rime avec « simplicite´ ». Que signifie
cet ide´al de simplicite´ ? Faut il n’y voir qu’un simplisme inge´nu comme le carica-
ture Kronecker ? Expliciter la revendication de simplicite´ de Jordan ne´cessite un
regard re´trospectif sur les recherches qui vont permettre a` Jordan d’acce´der, en
1870, au statut de « grand alge´briste ».
II. Un grand alge´briste.
A la mort de Jordan, en 1922, les regards porte´s par ses successeurs voient dans
la publication du Traite´ des substitutions de 1870 la conse´cration d’un « grand
alge´briste » [Picard 1922, VIII] :
«Mais c’est surtout dans la the´orie des substitutions et des e´quations alge´-
briques que Jordan laisse une trace profonde. Dans un ouvrage conside´rable
sur les Substitutions, il a fait une e´tude approfondie des ide´es de Galois, en y
ajoutant des re´sultats fondamentaux [. . .] dont un des plus importants est re-
9En termes contemporains, le cas « ge´ne´rique » ne´gligeant l’occurrence de racines multiples se
limite aux matrices diagonalisables. Les diviseurs e´le´mentaires et la forme de Jordan permettent de
traiter le cas ge´ne´ral de la similitude des matrices. Un faisceau non singulier sA + B, |A| != 0, est
e´quivalent a` sI − J ou` J est sous forme de Jordan.
10La forme de Jordan et les diviseurs e´le´mentaires de Weierstrass ne´cessitent un corps
alge´briquement cloˆt. La notion de facteur invariant de´veloppe´e par Kronecker et Frobenius (p.g.c.d.
successifs des mineurs d’une matrice) est valable dans un anneau principal.
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latif aux facteurs de composition d’un groupe. Ces e´tudes ont permis a` Jordan
de re´soudre un proble`me pose´ par Abel, celui de rechercher les e´quations de
degre´ donne´ re´solubles par radicaux et de reconnaıˆtre si une e´quation rentre
ou non dans cette classe. [. . .] Tous les travaux de Jordan de´notent une rare
profondeur d’esprit et une extraordinaire puissance d’abstraction. Il se jouait
au milieu des discussions les plus subtiles sur des concepts comme ceux de
groupes ou de substitutions, se plaisant a` aborder les questions dans toute
leur ge´ne´ralite´, comme s’il craignait que quelque particularite´ l’empeˆchaˆt de
voir les vraies raisons des choses. Jordan a e´te´ vraiment un grand alge´briste ;
[. . .].
Mais qu’est ce qu’un « grand alge´briste » en 1870 ? Le discours de Picard donne
quelques mots cle´s : « Galois », « Abel », « groupes », « e´quations », « abstrac-
tion », « ge´ne´ralite´ ». On pourrait ajouter le terme «me´thode ge´niale de Galois »
utilise´ par Henri Lebesgue pour caracte´riser la charnie`re dans l’histoire de l’alge`-
bre que repre´sente le passage d’une science des e´quations a` une e´tude « abs-
traite » des « groupes » [Lebesgue, 1923, XX-XXI] :
Dans ses recherches, Jordan utilise la ge´niale me´thode de Galois, dont le
point essentiel est l’introduction d’un certain nombre de substitutions, de´ja`
aperc¸u par Lagrange, que l’on peut attacher a` chaque e´quation alge´brique et
dans lequel les proprie´te´s des e´quations se refle`tent fide`lement. Mais pour
savoir observer dans ce miroir, il faut avoir appris a` distinguer les diverses
qualite´s des groupes de substitutions et a` raisonner sur elles. C’est ce qu’a` fait
Jordan avec une habile te´nacite´ et un rare bonheur ; dans son Traite´ des Substi-
tutions et des Equations alge´briques, ou` il a re´uni et coordonne´ ses recherches,
les proprie´te´s des e´quations de´rivent tout de suite de celles des groupes de
substitutions. Les principales qualite´s des groupes qui servent a` Jordan sont
caracte´rise´es par les qualite´s transitif ou intransitif, primitif ou imprimitif,
simple ou compose´. Le the´ore`me de Jordan sur la composition des groupes
est le plus connu de tous ses re´sultats, il entraıˆne cette conse´quence fonda-
mentale : il n’y a pas lieu de choisir entre les diffe´rents proce´de´s de re´solution
alge´brique d’une e´quation ; ils sont tous e´quivalents et conduisent aux meˆmes
calculs, a` l’ordre pre`s.
Ce qui permet de voir les « vraies raisons des choses », c’est un «miroir » qui
« refle`te » l’e´tude quantitative des e´quations en une alge`bre des « qualite´s », com-
pare´e a` une science de la nature [Lebesgue, 1923, XXIII]. Or c’est le Traite´ de Jor-
dan qui, dans l’histoire e´crite par ses successeurs, est perc¸u comme mate´rialisant
ce «miroir » me´taphorique dont le reflet symbolise la mutation de l’alge`bre. La
me´taphore du « miroir » prend son sens mathe´matique par le reflet de deux
the´ore`mes [Jordan, 1870, 385] :
Galois a de´montre´ dans un me´moire ce´le`bre [...], que chaque e´quation
alge´brique est caracte´rise´e par un certain groupe de substitutions dans lequel
se refle`tent ses principales proprie´te´s : proposition capitale qui fait de´pendre
la the´orie toute entie`re des e´quations de celle des substitutions.
[. . .]
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THEOREME II. – Pour qu’une e´quation soit re´soluble par radicaux, il faut et
il suffit que sa re´solution se rame`ne a` celle d’une suite d’e´quations abe´liennes
de degre´ premier. [. . .] Autre e´nonce´ du meˆme the´ore`me :
THEOREME III. – Pour qu’une e´quation soit re´soluble par radicaux il faut et
il suffit que ses facteurs de composition soient tous premiers.
Mais au-dela` de ce miroir, qui est l’homme Jordan ? Comment en vient-il a` per-
sonnifier, a` l’age de 32 ans, la nouvelle alge`bre ? Ne´ le 5 janvier 1838 a` la Croix
Rousse, Jordan est issu d’une famille de notables lyonnais. Son pe`re, Esprit Alexan-
dre, est polytechnicien et inge´nieur des ponts et chausse´es. Sa me`re, Jose´phine, est
la fille d’un inge´nieur en chef des mines et la sœur du peintre symboliste Pierre
Puvis de Chavannes (1824-98). Lebesgue, [1922, XV-XVI] :
Camille entra au lyce´e de Lyon dans la classe de mathe´matiques spe´ciales ;
en 1855, a` 17 ans et demi, il fut rec¸u premier a` l’Ecole Polytechnique. Le jury
e´tait compose´ de Didion, Hermite, Lefe´bure de Fourcy, Serret et Wertheim ;
Serret en particulier, avait la re´putation d’eˆtre fort difficile ; il donna cepen-
dant la note de 19,8 sur 20 au jeune Camille. Ceci nous montre la valeur ex-
ceptionnelle du candidat Jordan, et aussi les illusions que se faisaient Serret
sur la pre´cision de ses examens.
A sa sortie de l’e´cole des mines et apre`s la soutenance de sa the`se de docto-
rat en 1861, Jordan de´bute une carrie`re d’inge´nieur et des recherches sur les
substitutions. Les biographies mettent en avant la tradition catholique familiale,
repre´sente´e par la figure du grand oncle, e´galement nomme´ Camille Jordan (1771-
1821), politicien de la restauration et champion des liberte´s religieuses 11. Le foyer
fonde´ par Camille Jordan et Isabelle Munet, qui donnera naissance a` huit enfants,
conserve cette tradition catholique 12. L’insistance des biographes sur le contexte
11De`s son e´lection au conseil des cinq-cent, assemble´e le´gislative de la convention de l’an III, le
grand oncle se fait l’ennemi de la constitution civile du clerge´. Dans le portrait qu’il dresse de Jordan
au travers de sa correspondance avec Mme de Stae¨l, Sainte Beuve illustre le catholicisme du grand
oncle par son action en faveur du re´tablissement des sonneries des e´glises [1884, 256] :
Il eut beau dire, le lendemain de son Rapport l’incre´dulite´ philosophique
prit sa revanche : on le chansonna, on attacha a` son nom des sobriquets bur-
lesques, des refrains et des carillons en manie`re de charivaris. Par exemple, il
y eut le Din, din, dindon, vaudeville, de´die´ a` Camille Jordan. En voici le dernier
couplet : Tu vas donc pour ta re´compense,/ Jordan-bourdon,/ Te dire : Il n’est
clocher en France, /Ni clocheton/ D’ou` ne retentisse mon nom. . ./ Din din,
din din / dindon dindon. Il courut contre lui nombre de chansons pareilles,
e´galement plates, et qui n’avaient que le refrain. J’en fais graˆce.
12Extrait de l’e´loge prononce´ par Bertin, pre´sident de l’acade´mie a` la mort de Jordan. [Bertin, 1922] :
Jordan a e´te´ un honneˆte homme, un grand honneˆte homme dans toutes
les acceptions du mot. Il a continue´ a` Paris, dans le meˆme quartier de Paris,
la tradition des philosophes chre´tiens et des penseurs, auxquels est due la
renaissance du catholicisme parisien au commencement du sie`cle dernier.
Pour d’autres portraits biographiques, voir le texte de´ja` cite´ de Lebesgue et l’hommage de Henri Villat
qui prend la succession de Jordan a` la direction du Journal de Mathe´matiques [Villat, 1922, 1]. L’atta-
chement de Jordan a` sa famille s’illustre aussi par la manie`re dont il use de sa position d’acade´micien
pour publier les Icones, œuvres de son oncle botaniste, Alexis Jordan [Comptes Rendus, 1902, 94].
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familial n’est pas e´trange`re a` une description des recherches de Jordan, [Dieu-
donne´ 1961, XVII] 13 :
La the´orie des groupes finis a e´te´ le sujet de pre´dilection de Jordan [. . .].
Son œuvre dans ce domaine est immense par le volume comme par l’impor-
tance, et son influence sur les de´veloppements ulte´rieurs de la the´orie ne peut
gue`re se comparer qu’a` celle des travaux de Galois lui-meˆme. [. . .] Au mo-
ment ou` Jordan commence a` e´crire, la the´orie des groupes est encore dans
l’enfance, et en fait ce n’est gue`re qu’avec la publication des son traite´ qu’elle
acce`dera au rang de discipline autonome.
Jordan fait sortir la the´orie des groupes de l’enfance, et, si l’on file la me´taphore fa-
miliale de Dieudonne´, il est perc¸u comme second pe`re de la the´orie des groupes :
apre`s Galois, le ge´niteur, Jordan serait le guide qui fait gagner l’age adulte. Mais
au-dela` de l’effet de style, que signifie que, avant Jordan, la the´orie des groupes
« est encore dans l’enfance » ? Il s’agit de ce´le´brer la the´orie pre´sente´e par le Traite´
des substitutions qui fait e´merger des recherches inspire´es par Galois des notions
et me´thodes essentielles 14. Par exemple, le chapitre II du Traite´ est consacre´ au
groupe line´aire, dont la structure abstraite be´ne´ficie d’une e´tude syste´matique
(ordre, e´le´ments ge´ne´rateurs, facteurs de composition etc.). Cette importance ac-
corde´e au groupe line´aire ne surprendra pas le mathe´maticien contemporain tant
elle paraıˆt naturelle et, pre´cise´ment, faire acce´der la the´orie des groupes « au rang
de discipline autonome », c’est construire ce naturel qui fera tradition dans les
manuels du XXesie`cle. Avant la synthe`se de Jordan, les proprie´te´s du groupe
line´aire ne sont que des me´thodes particulie`res de la recherche des e´quations
re´solubles par radicaux : les substitutions line´aires interviennent dans un re´sultat
essentiel, e´nonce´ par Galois sans de´monstration [Jordan, 1867] :
Il [Galois] a partage´ les e´quations irre´ductibles en deux grandes classes :
e´quations primitives et non primitives. Puis il a e´nonce´ a` l’e´gard des premie`res :
Le degre´ de toute e´quation primitive et soluble par radicaux est une puissance
d’un nombre premier. Les substitutions de son groupe sont toutes line´aires.
Si l’on sait depuis Galois et Abel a` quelles conditions l’e´quation ge´ne´rale du
nedegre´ est re´soluble par radicaux, la caracte´risation des e´quations re´solubles
particulie`res est au cœur des premie`res recherches de Jordan qui de´veloppe une
me´thode the´orique de construction des groupes re´solubles maximaux du groupe
des substitutions. Cette me´thode, une «machinerie», une «gigantesque re´curren-
ce sur le degre´ N de l’e´quation » [Dieudonne´, 1970, 168] proce`de d’une re´duction
du « genre » du groupe du ge´ne´ral au particulier : la recherche des groupes
re´solubles ge´ne´raux est re´duite a` celle de groupes particuliers de´finis par des
13Jean Dieudonne´ donne un re´sume´ en termes contemporains des travaux alge´briques de Jordan a`
l’occasion de la publication des œuvres de Jordan en 1961.Voir aussi [Julia, 1961, I-IV].
14La capacite´ de Jordan a` synthe´tiser des recherches e´parses en un traite´ synthe´tique se ma-
nifeste e´galement dans ses Cours d’analysede 1893 dont He´le`ne Gispert a analyse´ le roˆle dans le
de´veloppement des fondements de l’analyse en France. Voir [Gispert,1982] . C’est dans ce contexte
qu’est e´nonce´, dans le supple´ment au dernier tome de la premie`re e´dition de 1887, le the´ore`me de
Jordan, voir [Guggenheimer, 1977]. qui assure a` Jordan une poste´rite´ d’analyste mise en valeur par la
biographie de Hardy [1922, XLV].
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« qualite´s », ce sont successivement les groupes « transitifs », « primitifs » puis
« line´aires ». Le groupe line´aire doit son « origine » a` son roˆle dans la suite de
re´ductions du proble`me ge´ne´ral et le traite´ de 1870 organise les proprie´te´s des
substitutions line´aires de´gage´es par Jordan en un tout the´orique et « autonome ».
Parmi ces proprie´te´s, l’expose´ de la forme canonique des substitutions illustre le
nouveau caracte`re the´orique de la notion de groupe : d’une me´thode particulie`re
des recherches sur la re´solubilite´ des e´quations, la forme canonique est pre´sente´e
par le Traite´ comme une re´ponse a` une question naturelle de la the´orie du groupe
line´aire : « simplifier autant que possible l’expression d’une substitution » [Jor-
dan, 1870, 97]
III. La me´thode de re´duction et la simplicite´ : des groupes aux applications.
En 1870, l’astronome Yvon-Villarceau signale a` l’Acade´mie parisienne une « in-
correction » dans la me´thode classique « d’inte´gration des e´quations diffe´rentiel-
les du mouvement de rotation d’un corps solide, soumis a` l’action de la pesan-
teur ». La me´thode a e´te´ e´tablie en 1766 par Lagrange pour un proble`me remon-
tant a` d’Alembert : e´tant donne´e une corde fixe´e en un point,leste´e d’un nombre
quelconque de masses, et e´carte´e de sa position d’e´quilibre, de´crire ses « pe-
tites oscillations ». L’application de la me´thode de Lagrange aux mouvements
se´culaires des plane`tes porte des enjeux importants pour les mathe´matiques ap-
plique´es. Le principe de conservation des forces vives permet de mathe´matiser le
proble`me par un syste`me d’e´quations diffe´rentielles line´aires a` coefficients cons-
tants dont l’inte´gration ne´cessite la de´termination d’une e´quation alge´brique,
nomme´e e´quation caracte´ristique depuis Cauchy. Les oscillations d’une corde
charge´e de n masses peuvent s’interpre´ter comme celles de n cordes charge´es
d’une seule masse : la traduction mathe´matique de cette repre´sentation me´cani-
que sous-tend la me´thode de Lagrange qui rame`ne l’inte´gration du syste`me a`
celle de n e´quations inde´pendantes,
d2ξ
dt2
+ Kξ = 0, K racine de l’e´quation ca-
racte´ristique. La me´thode ne´cessite de supposer les racines K de l’e´quation ca-
racte´ristique toutes distinctes15. Ces racines repre´sentant les pe´riodes des petites
oscillations, Lagrange interpre`te l’occurrence de racines multiples comme syno-
nyme d’instabilite´ du syste`me : les oscillations ne restent pas borne´es. Yvon Villar-
ceau critique cette interpre´tation et soumet a` l’acade´mie la question de l’inte´grati-
on du syste`me en cas de racines multiples. La re´ponse est apporte´e par Camille
Jordan [1871, 787] :
15En termes contemporains, la matrice du syste`me d’e´quations est diagonalisable car syme´trique.
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(1)
dx1
dt
= a1 x1 + · · · + #1 xn, · · · ,
dx2
dt
= a2 x1 + · · · + #2 xn, · · · ,
...
dxn
dt
= an x1 + · · · + #n xn, · · ·
Ce proble`me peut cependant se re´soudre tre`s simplement par un proce´de´
identique a` celui dont nous nous sommes servi, dans notre Traite´ des sub-
stitutions, pour ramener une substitution line´aire quelconque a` sa forme ca-
nonique. Nous allons ramener de meˆme le syste`me (I) a` une forme cano-
nique qui puisse s’inte´grer imme´diatement. [. . .] on voit que les variables
inde´pendantes peuvent eˆtre choisies de telles sorte qu’aux µ racines e´gales a`
σ que posse`de l’e´quation∆ = 0 correspondent µ variables nouvelles formant
un certain nombre de se´ries contenant respectivement r, r′, · · · variables, r +
r′ + · · · e´tant e´gal a` µ, et les variables d’une meˆme se´rie e´tant lie´es par une
suite de relations de la forme
(6)
dy1
dt
= σ y1,
dz1
dt
= σ z1 + y1,
du1
dt
= σ u1 + z1, · · · , dw1
dt
= σw1 + v1
[. . .] le syste`me des e´quations (6) aura e´videmment pour inte´grales le syste`me
suivant : w1 = eσtψ(t), ?1 = eσtψ′(t), · · · , y1 = eσtψr−1(t),ψ(t) e´tant une
fonction entie`re arbitraire du degre´ r − 1.
Le proble`me ge´ne´ral de l’inte´gration des syste`mes d’e´quations line´aires a` coeffi-
cients cons- tants est re´solu par application de la forme canonique des substitu-
tions. L’interpre´tation me´canique sous-jacente a` la me´thode de Lagrange est rem-
place´e par des notions de la the´orie des groupes. Si, pour Jordan, le proble`me peut
se re´soudre « tre`s simplement», la simplicite´ renvoie a` la me´thode de « re´duction»
mise en œuvre pour la the´orie des groupes : l’alge`bre donne une solution ge´ne´rale
au proble`me de me´canique par sa capacite´ a` « re´duire » le proble`me en une
« suite » de proble`mes « simples ». Les variables du syste`me d’e´quations sont in-
terpre´te´es comme sujettes a` l’action d’une substitution du groupe line´aire qu’une
caracte´ristique (la de´composition en facteurs irre´ductibles du polynoˆme caracte´-
ristique) permet de regrouper en « un certain nombre de se´ries », de « ramener »
a` une « suite » de « formes simples » dont l’inte´gration est connue. On com-
prend alors que la me´thode de re´duction de Jordan supporte une perception de
la « ge´ne´ralite´ » indissociable d’un ide´al de simplicite´. Cette simplicite´ s’incarne
dans la notion de forme canonique dont Jordan fait une application syste´matique
dans les anne´es 187016, le proble`me me´canique de Lagrange ame`ne en particulier
Jordan a` e´tudier la re´solution inde´pendante de Weierstrass [1868] et ouvre a` ses
recherches un nouvel univers, la the´orie des formes quadratiques et biline´aires a`
laquelle il contribuera pendant toute sa carrie`re17.
16La me´thode de re´duction qui s’incarne dans la forme canonique doit eˆtre rapproche´e du re´sultat
fondamental qu’est le the´ore`me de Jordan-Ho¨lder e´nonce´ par Jordan dans le meˆme contexte de re-
cherches sur les groupes re´solubles.
17De`s 1872, Jordan publie une note dans laquelle le proble`me syme´trique de Lagrange est formule´
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La querelle de 1874 entre Jordan et Kronecker oppose deux perceptions du roˆle
de l’alge`bre et de sa capacite´ a` la ge´ne´ralite´. A l’ide´al arithme´tique de Krone-
cker re´pond le point de vue de Jordan selon lequel une re´solution « ge´ne´rale »
n’a de sens qu’en tant qu’elle proce`de de la « re´duction » d’un proble`me jus-
qu’a` son expression ultime qualifie´e de « simple ». A l’oppose´e de l’effectivite´
revendique´e par Kronecker, le crite`re de re´duction de Jordan pre´sente en ca-
racte`re abstrait, il demande que soient extraites toutes les racines d’une e´quation
alge´brique pour l’obtention d’une « re´duite », de´finie par une « qualite´ », sa sim-
plicite´. « Ge´ne´ralite´ », « abstraction », « qualite´ », les ide´aux de la the´orie des
groupes releve´s par Picard entrent avec Jordan dans des mathe´matiques appli-
que´es. La querelle de 1874 s’ache`ve par la victoire de Kronecker, dont Jordan
reconnaıˆt finalement la priorite´ en 1881, la me´thode de Weierstrass s’impose avec
l’influent me´moire de Frobenius [1878] qui fixe la the´orie des formes biline´aires
pour plusieurs de´cennies. La poste´rite´ de la forme canonique est cependant as-
sure´e par les multiples applications qu’en proposera Jordan tout au long de sa
carrie`re. Les travaux sur l’inte´gration alge´brique des e´quations diffe´rentielles,
pour lesquelles Jordan recherche l’e´nume´ration des sous groupes finis des grou-
pes line´aires en paralle`le aux travaux de Klein, assurent a` la forme de Jordan un
impact imme´diat, notamment sur les premie`res recherches de Poincare´ Au de´but
du XXe sie`cle, alors que la notion de matrice gagne en importance dans l’alge`bre
line´aire naissante, la repre´sentation par tableaux donne une forme a` la me´thode
de re´duction de Jordan : la re´duction par blocs de la de´composition matricielle
[De Seguier, 1907].
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